FUGGELEK - MATEMATIKAI OSSZEFOGLALO

Ez a fejezet roviden Osszefoglalja azokat a matematikai ismereteket, amelyeket a Végeselem analizis tantargy
fel fog hasznalni.

Az Osszefoglalas nem teljes részletességgel mutatja be a sziikséges ismereteket, az alapfogalmak és az alapvetd
Osszefiiggések felsoroldsanak tekinthetd csak. Els6sorban arra kivdnja felhivni a figyelmet, hogy melyek azok a
témakorok, amelyeket célszerti a korabbi tanulmanyokbol atismételni.

F.1. Matrixalgebra

Matrix: Skalaris mennyiségeknek, szamoknak megadott szabaly szerint tablazatba rendezett halmaza.

ay G e Oy
A= P G2 G
= Ce

aml amz amn

Ezt a tdblazatot mxn tipust (méretll) matrixnak nevezziik. A matrixokat a kovetkezokben kétszer aldhuzott
betlivel jeldljik.

Matrixok osszege:  Azonos tipusu (méretil) matrixok dsszegén olyan matrixot értiink, amelynek elemei egyen-
16k az egyes matrixok megfeleld (azonos indexii, azonos helyen all6) elemeinek 6sszegé-
vel:

IIJ>

+B=C

afl.l bll (all + bll) (a12 + blZ
aZl (a21 + b21) (a‘22 + b22)
(2x )

(2><2) (2x2)

Matrixok szorzata: Az mxp méreti A matrix €s a pxn méreti B matrix szorzatan azt az mxn méretii

matrixot értjiik, amelynek ij indexii elemét az A matrix i -edik soranak és a B matrix |-
edik oszlopanak kombinacioja’ adja.
Haaz A matrix elemeit [aij}-vel ¢és a B matrix elemeit [bd-vel jeloljuk, akkor az AB =C matrix [Cij} elemei

az alabbiak szerint szamithatok ki:

p
= ab,.
k=1

Példa: (2x2)-es matrixok szorzata: AB=C.
3y aﬂ {bn b, | _ [(anbn +ahy,) (b, + aﬂbzz)}
a21 a22 bZl b22 (a21b11 + a22b21) (a21b12 + a22bZZ)
(2x2) (2x2) (2x2)
Példa: (2x2)-es matrix és oszlopmatrix szorzata: Ab=c.
3y, alﬂ {bl _ {anbl + aubz]
a2l a22 bZ a21bl+a22b2
(2x2) (2x1) (2x1)
A matrixok szorzasa nem kommutativ miivelet: AB#BA.
Oszlopmatrix: olyan matrix, amelynek csak egy oszlopa van: b= Lﬂ
2

Matrix transzpondltja: olyan miivelet, amely a matrix elemeit tiikrozi a f6atlora’, vagy felcseréli a sorokat és az
oszlopokat.

Az a,,a,, ... ,a, és b,b,, ... b, szam n-esek kombinacidjan az a,b, +a,b, +...+a,b, szorzatdsszeget értjiik.

Foatlo: ahol a matrixban az azonos indext elemek allnak.
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A:{an aH} ATZTIM aﬂ]
T % 3y - a, a,

Sormatrix: olyan matrix, amelynek csak egy sora van: gT = [al az]

A sormatrixot mindig egy oszlopmatrix transzponaltjanak tekintjiik.

Példa: sormatrix és (2x2)-es matrix szorzata: gT B= (::T.
b, b
[ai az} ' b2 = [(aibll +ab,) (ab, +a2b22)]-
(1x2) 1 22 (1x2)
(2x2)
Szimmetrikus mdtrix: éT =A.
Ferdén szimmetrikus matrix: éT = —é.
Egységmatrix: AE=E A=A.
Matrix determinansa:
a; 8, &
& & G &
detay|=detla,, @, &, =a,A;+a,A,+a A=, © Fl+a,-* = ]+
8 8y 8 95
Ay &, ay
& &y _
+a; =a, (a22a33 — Ay, ) —a, (a21a33 - a13a31) +ay, (a21a32 - a22a31)'

8 Gy

Matrix adjungaltia: az adjungalt matrix ij indexii eleme az eredeti matrix ij eleméhez tartozo eldjeles

aldeterminans.

Jelslés: adj(a;)=A, (=12, ..n; j=12, .. n).

Inverz matrix: AAT=ATA=E.
adj(a;
pofay -
N det|a;
d b
a b _ _ o
Példa: az A:[ } métrix inverze: A'=| ad—bc ad-bc)
- c d - 3 c a
ad -bc ad-bc

Linedris algebrai egyenletrendszer: AX=b.

a; a, a,|%| |b
Részletesen kiirva: a, @, ay| X | =b|.

& 8, 8y %| b

X +apX, +8X = b
A matrix szorzast elvégezve: @, X +a,X, + a.%X, = b

21
Ay X +85,X, + 855X = b3
x=A"b.

Az egyenletrendszer megoldasa: éﬁl Ax= éflg) =
=E

=0.

Szinguldris matrix: det|a;
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Rosszul kondicionalt matrix: K( A) =21, ahol 4., ¢és A, a matrix legnagyobb és a legkisebb sajatér-
min
tékeét jelentik. A x a matrix kondicio szama.
Rosszul kondicionalt matrixok linearis egyenletrendszerek megoldasa soran okoznak problémat, ekkor ugyanis
a b (oszlop)matrixban bekovetkezett kis valtozas nagy valtozast okoz az x ismeretleneket tartalmazo (0sz-

lop)matrixban.
F.2. Vektoralgebra
Skaldris mennyiség: olyan fizikai mennyiség, amelyet nagysaga, el6jele és mértékegysége jellemez.

Vektormennyiség: iranyitott fizikai mennyiség, amelyet nagysaga, iranya és mértékegysége jellemez.
Vektor megadasara annak koordinatait hasznaljuk. Az a sikbeli vektor koordinatai: a,, a,. Az d -t koordinatai

ésaz €, , €, egységvektorok (|€, |=1, |€, =1, € L€ ) segitségével egyértelmiien meghatirozhatjuk:

d=ag€, +ae€ =ld|cosa€ +|a|sina€ =|d|(cosa €, +sina € )=|d|E,.

|§I=«faf+a§, €, |=\cos? a +sin®a =1.

N
\ Lo

Vektorok ésszeaddsa: da+b=¢,

XX y
X C,
Vektorok kivondsa: a-b=d = a=b+d,
(a6 +ag,)—(be +be,)=(a —b e +(a, b, ¢
d, d,
P
-

Vektormennyiségek kozott tobbféle szorzasi miivelet is definialhato:
Vektorok skaldris szorzasa (az eredmény skalaris mennyiség):

Ertelmezés: a-b = a|| b |cosa.

Kiszamitas: d-b=a/b, +ab, +ab,.

Az egységvektorok skalaris szorzata: € -6 =1, éy .éy =1, €, -6, =1,
€ € =0, €, € =0, €€ =0
Kovetkezmény: d-d= |§ 2, a-b=0 = adlb.

Vektorok vektorialis szorzata (az eredmény vektor):
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Ertelmezés: ‘éxﬁ‘ =|d||b|sina.

6 6,
Kiszémitas: axb=|a, a a|=¢[ab,—ba,|-€ (ab,—ba)+€ ab —ba,l.
b, b, b

R e T S

‘b sin o

Az eredményvektor iranyat az un. jobbkéz szaballyal kapjuk meg: ha jobb kézzel az & vektort a b vek-
torba forgatjuk, akkor a jobb kéz hiivelykujja adja meg az eredményvektor irany4t.

Az egységvektorok vektoridlis szorzata: €, x€ = 0, €, x€, = 0, €, X€, =0,
xxy:ez’ eyXZ:x' zxexzy'
éyxex:_ﬂz' ﬂzxdyz_ex' éxxdz:_ey

Kovetkezmény: Ha |d]#0 és |b |0, akkor xb=0 = &|b.
Vektorok vegyes szorzata (az eredmény skalar mennyiség):
Ertelmezés: (556) :(éxﬁ)-é =é-(5x6).

. & & @3 b ¢
Kiszamitas: (dbc)=|b, b, b=, b, c|.
a

o o QD
o
o

X y z

A harom vektor egy sikban van.
Vektorok kétszeres vektoridlis szorzata (az eredmény vektor mennyiség):
Ertelmezés: (é X B)X C vagy ax (5 X 6) .

Kiszamitas: — az értelmezés alapjan,
— kifejtési tétellel.
)-d(b-c),

ax(bxc)=b(a-c)-c(a-b).
Tulajdonsag: — A vektorialis szorzasok sorrendje nem cserélheto fel.
— A vektorok sorrendje nem cserélhetd fel.

O

Kifejtési tétel: (axb)xc=b(a-

Reciprok vektorharmas:

Legyen &, d,, d, harom tetszéleges, nem egy sikba esd vektor:
(a,8,8,)=v=0.
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Az 3,, 3,, a; vektorharmashoz tartozo reciprok vektorharmas:

e Ay X3, e By X = a, xa,
a1:aaaa azzaaaa a?,:T'
(33,3) (ad,4) (33,4)
Az igy definialt vektorok sorra merdlegesek az &,d,, az a,a,, és az d,a, vektorok altal kifeszitett sikokra.
lgaz az is, hogy (a;a*;a;):l, valamint élz%, 62:%, 332%
v (aa4;) (aaa;) (aaa;)

Az el6bbi Osszefliggések szimmetrigja, valamint — megjelenése miatt a két rendszert egymas reciprok vektor-
v

harmasanak nevezzik.

F.3. Tenzoralgebra
F.3.1. Tenzor értelmezése és eldallitasa
Tenzor értelmezése: homogén linedris vektor-vektor fiiggvény altal megvaldsitott leképezés (hozzarendelés).

W=f(V)=T-V.

leképezés

(hozzarendelés) — =

w

O,

A tenzor a tetszbleges V vektorhoz egy W vektort rendel hozza.

Tulajdonsag: - f(AV)=Af (V) ahol A egy skalaris egyiitthato,
- F(V+9,)=f(%)+f(V,).

Ezzel a két tulajdonsaggal ekvivalens:

- W= (A +4Y,) =4 f(V,)+4, f(V,)=A4W + AW, ,

W W,
ahol 4,, 4, skalaris egyiitthatok.

Kévetkezmény: 0= f (0), (ha v =0, akkor w=0).

Tétel: a tenzort harom értékparja egyértelmilen meghatarozza, feltéve, hogy V,, V,, V, vektorok nem esnek
kozds sikba: (ViV,V; ) 0.

vV, —> W, = (V)
V, —> W, = f(V,) ¢, ahol w,, W,, W, képvektorok.
V, —> W, = (V)

A tétel azt jelenti, hogy ha ismerem a V,, V,, V,-hoz tartozo6 W,, W,, W, képvektorokat, akkor tetszéleges V
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vektorhoz meg tudom hatarozni a W képvektort.

Diad — vektorok diadikus szorzata:

Két vektor diadikus szorzatdnak eredménye egy specialis tenzor, amit diddnak neveziink.

Jeldlés: T =dob.

Ertelmezés: olyan szorzas, amelyre fennallnak az alabbi osszefiiggések:
(a-b)-c=d(b-c),
¢-(d°b)=(c-d)b=(a-b)-c.

Diad (specialis tenzor) kiszamitasa matrixszorzassal:

a, ab, ab ab,
I=[T]=a-b=|a b, b, b|=/ab ahb ap,|.
" 8| ab, ab, ab,
(31) (3x3)
Tenzor megadasa: — tenzor matrixa (szamkilences) €s

— koordinata rendszer.

T, T, T T, T, T,

XX Xy Xz

R
R
w

Tenzor elemeinek formalis jeldlése: [l]: TyX Tyy TyZ =T,
»wrooaT o T T T

X zy 7z 31

Tétel: minden T tenzor eldallithatd harom diad 6sszegeként:

w=f(V)=T-V.
Legyen ismert harom értékpar:  v,——> W,
\72 a2 '
V,— W, .
A tenzor diadikus el6allitasa: T =W, oV, +W, oV, +W, oV,

A tenzor transzponaltjanak diadikus eldallitasa: lT =V, oW, +V, oW, +V; o W,.

Szimmetrikus tenzor: T' =T.

—

Ferden szimmetrikus (antiszimmetrikus) tenzor: lT =-T.

Egységtenzor:

Tétel: minden tenzor felbonthato egy szimmetrikus és egy ferdén szimmetrikus tenzor 6Sszegére
1 Ty 1 T
== T ~|T-T
l 2 (l + = ) + 2 (l = ) )

T

—=sz —fsz.

F.3.2. Tenzor eldallitasa derékszogii descartesi koordinata-rendszerben

Leképezés: e — a=f(eg),
6, — b=f (éy) ,
& — c=f(g)

158



A tenzor matrixat részletesen kiirva:

a, b, C, a 0 0| [0 b Ol |00 c| |a b c
T=/a,[1 0 0]+b, [0 1 0]+|c,[0 O 1]=|a, O O|+/0O b, O|+/0 0 ¢, |=|a, b, c,

a, b, C, a, 0 0| [0 b O] |00 ¢c| |a b c
A T tenzor matrixa derékszogli descartesi koordinata-rendszerben az oszlopaiban tartalmazza az €, €,, €, -

hez tartozd a, b, € képvektorok koordinatait.

F.3.3. Tenzorok kétszeres skalaris szorzata

A kétszeres skalaris szorzas értelmezését az egyszeriiség kedvéért két diaddal (specialis tenzor) mutatjuk be.
Altaldnos, nem szimmetrikus esetben a kétszeres skaldris szorzas elvégzése tobb valtozatban lehetséges:

1. viltozat: (&<b)--(cod)=(a-c)(b-d).

2. vdltozat: (506)--(6 OCT) = (éa)(ﬁﬁ)

A kétszeres skalaris szorzas eredménye skalaris mennyiség. Az egyes valtozatok eredménye nem azonos érték.
Ha a szorzé tényezOk szimmetrikus tenzorok, akkor minden valtozatnal ugyanazt az eredményt kapjuk.

Pl: a fajlagos alakvaltozasi energia eldallitasa:

1 1, N e N L
u=§£--A=E(pxoex+pyoey+pzoez)--(axoex+ayoey+azoez)zE(px-ax+py-ay+pz-az).
F.4. Koordinata-rendszerek

Mechanikai mozgasokrol mindig valamihez képest, valamire vonatkoztatva beszélhetiink. A mozgas leirasanal a
vonatkoztatasi alapot a koordinata-rendszer (KR) képezi.

F.4.1. Derékszogii descartesi koordinata-rendszer (DDKR)
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Fiiggetlen valtozo (helykoordinata): X,y,z.

Koordinata vonalak: y,,z, =élland6 — egyenes,
Xp,Zp = alland6 — egyenes,
Xp,Yp = alland6 — egyenes.

Bazisvektorok: a koordinata vonalak érint6 egységvektorai.

6 =4ll, € =all, € =dall, |g]=|¢|=|¢|=1, 6 '€, =6,6 =66 =0.

Y —

D,

Descartes®(dékart)-féle bazisvektorok nem fiiggenek a helytél és minden pontban merdlegesek egymasra. A
DDKR egyenesvonalu, egységbazisu, derékszogii koordinata-rendszer.

F.4.2. Henger koordinata-rendszer (HKR)

Fiiggetlen valtozo (helykoordinata): R,¢,z.
Koordinata vonalak:  ¢,,z, = alland6 — egyenes,
Rs,Z, = éallando — kor,
Ry, 9, = allando — egyenes.
Bazisvektorok: a koordinata vonalak érint6 egységvektorai.
& =6(p), €,=6,(p), &=4ll, [&]=|6,|=[e|=1 &€, =¢,-€=¢ €=0.
A € és €, bazisvektorok nem fliggetlenek a helytdl (fliggenek a ¢ helykoordinatatol) azonban minden pont-
ban merélegesek egymasra. A HKR gorbevonalu, egységbazist, derékszogi koordinata-rendszer.
. o de, de
A bazisvektorok hely szerinti derivaltja: —R =6, —L=-¢.
dp 7 do

A bazisvektorok hely szerinti valtozasat az
abra szemlélteti.

F.5. Koordinata transzformacio

Legyen (xyz) és (End) két, egymashoz képest elforgatott, azonos kezdépontu derékszogii descartesi koordina-
ta-rendszer.

®René Descartes (1596 — 1650) francia matematikus és filozofus.
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Koordinata transzformacio: ugyanazt a mennyiséget (vektort, tenzort) kiilonb6z6 koordinata-rendszerekben
akarjuk felirni.
Vektorok transzformdcioja:

Jelolés: [V | tetszoleges vektor, az Xyz koordinata-rendszerben felirva,

Xyz

[V ] ugyanaz a vektor a £n¢ koordinata-rendszerben felirva.

[V]=[K}1V]

Xyz
(3xl) (3x3) (3x1)

(&-e) (&-¢) (&
[K]=|(&8) (5-8) (5-€))
(&-€) (&-¢) (¢-e)

A K transzformacids matrixban az egységvektorok kozotti skaldris szorzasokat elvégezve:

cos(&,x) cos(&,y) cos(&,z)
[K]=| cos(n.x) cos(n.y) cos(n.z) |-
cos(¢,x) cos(<,y) cos(¢,z)

A transzformacids matrix tulajdonsaga: [\7] = [ﬁ]_l[V] = [ﬁ]T [\7]
Xyz éng éng

0
[ K] K ] ortogonalis métrix
(K] [K]=[K K] =[K] [k]=[K][K] =[E]

Tenzorok transzformdcioja: [W] = [l:' [\7], [W] [T]

Xyz xyz Xz éné ne 5774“

l

)

~P

N

<D
x(m
<D
('Dl
D
R l

|

P!
('Dl
(Dl
('Dl
P
(D

)
)
)

Az els6 (bal oldali) egyenlet vektorait transzformalva:
Tre
]/ (K] )-[1}{&] 1)
xyz ng

Az egyenlet mindkét oldalat beszorozva a transzformacios matrixszal:
[=[K [T} 7]
sng

[T]

éng

[L)-[k]{1} (KT

éng

Tétel: Csak olyan szamkilences (pl. 3x3-as matrix) alkothat valamely koordinata-rendszerben tenzort, amely
egy masik koordinata-rendszerbe valo attérésnél a fenti szabaly szerint transzformalodik.
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F.6. Hely szerinti differencialas

F.6.1. Vektor hely szerinti derivaltja DDKR-ben

Vektor DDKR-ben: d=a,f +ae€ +ak,.
a oa
A vektor helykoordinatak szerinti derivaltja: a_ a&éx +—L8 + %éz ,
ox  OX ox oX
oa oa, . 0a,  da, .

oa da . 0a,  oa _
—=—%6 +— € +—26,.
oz oz oz’ oz

Csak a koordinatakat kell derivalni, a bazisvektorok nem fiiggenek a helyt6l.

F.6.2. Vektor hely szerinti derivaltja HKR-ben

Vektor HKR-ben: ad=az€; +a,6, +a,€,.
a oa
A vektor helykoordinatak szerinti derivaltja: 20— Png 4 g | By
R @R R 7 R
od oa, . _ 08, 0a, 06, oa,
—=— "6+t —+—€ +a, —+—-€,
op O op  Op op O
a(aRé’R) a(a¢é¢)
Op op

od oda; . 0Oa,_  da,
—=—Rg +—26 +—L6,
01 oz oz " oz

Az €, ¢s €, bazisvektorok is fliggenek a ¢ helykoordinatatol.

F.7. A Hamilton-féle differencial operator (nabla)

A Hamilton*-féle vagy V (nabla®) differencial operator:

éx+iéy+géz, HKR-ben: VziéR+£ié +£é .
oz oR

DDKR-ben: V = 0 2
Rop 7 oz

X
F.7.1. Divergencia (skalaris szorzas)
a) Vektor divergencidja:

~ ~ ~ N(0. 0. 0.\ 0da 0a o0a,
a-V=(ag +ag +ag) &ex+5ey+—eZ =X YT

oz ox oy oz
) oa
d-V=(a.6,+a,6,+2ac,) | —€ 106,06 %, L, & o, %
R T AR Rop Y oz ') R OR| "op 7 op| oz

(] . .
Felhasznalva, hogy (2—(; =€, ¢és €,-€, =1, végiil azt kapjuk, hogy

(4
oa
é-VzéﬁJrl a, +—=~ +6az.
R R op | oz

Tulajdonsdg: a-V=V-a.

A vektor jobb oldali divergenciaja megegyezik vektor bal oldali divergenciajaval.

“William Rowan Hamilton (1805 — 1865) ir matematikus, fizikus és csillagasz.
°Harfahoz hasonl6 zsid6 hangszer gorog nevébél szarmazoé elnevezés.
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b) Tenzor jobb oldali divergencidja:

A-V=(d € +d,-€ +égoéz)-(§é +%é +ﬁéj:

” g X Yoot
:a;aloéx.éx+a;azoe . +%o§2.ézzaﬁ+%+a;a3‘
x o ! 1y o ) Xy @

A tenzor jobb oldali divergenciaja altaldban nem egyenld a tenzor bal oldali divergencidjaval:

>
<
H
<
>

Mennyiségek rendje (indexeinek szama):

skalar
vektor

(a)
(a)
(3]
2y

Tulajdonsdg: A nablaval torténd skalaris szorzas a mennyiség rendjét eggyel csokkenti. Példaul a vektor diver-
genciaja skalaris, a tenzor divergenciaja vektor mennyiség.

masodrendll tenzor

w N - O

harmadrendtt  tenzor

F.7.2 Rotacio (vektorialis szorzas)

a) Vektor jobboldali rotacidja:

. . " . 0. 0. 0.
axV=(a +af +a,6)x| —6+—€ +—¢ |=
OX oy oz
ba, _ ¢a . . oa . . 06a . . da . _ Oa
=—6, %6 +—2€ x6 +—2€ x€ +—"€ x€ +—2€ x€ +—6€ x€ =
ax%/—’ X . — — az . az%/—’
_éz ey éz _éx _ey é>><

fa, oda, ). (aaX oa, Ja da, o0a, ).
= ———=1€, — —— €+ = —— €,
oz oy oz  oX oy  OX

A vektor jobb oldali rotacidja altalaban nem egyenlé a vektor bal oldali rotaciojaval: ~ axV =Vxa.

0 0
AxV=(a -€ +4d,6-€ +a,°€ |x| —€ +—86 +—€ |=
AxV=(a,-8 +4,°€, +4, z)(xx " azzj
=P g xe,+ 8 0 xe, + Pog xe, + D0g,xe, + Do xe, + L2, x6, =
< X oy 2 N 7 R 7
_éz y e, _éx _ey éx
(oa,_aa) (& &) (% &)
oz oy ox oz) Y oy ox
A tenzor jobb oldali rotacidja altalaban nem egyenld a tenzor bal oldali rotaciojaval: AxV £V xA

Tulajdonsag: a nablaval torténd vektorialis szorzas a mennyiség rendjét nem valtoztatja meg. Példaul a vektor
rotacidja vektor, a tenzor rotacidja tenzor mennyiség.

F.7.3. Gradiens (diadikus szorzas)

a) Skalar gradiense: aV =Va= %é + @é + @é

X ayy P z"

b) Vektor gradiense: ~ @-V =(a, +a,, +a éz)o[aﬁé 969 jz



. . 0Oa, fa _ . . o0a, _  fa, .
= exoex+§eyoex+ 5 o€ + —2€ o8 +—€ o€ +—L€ € +
X
da, . . 0da,  _ da, .
+—26 06 +—L€ o€, +—L€, °F,.

0z

da, o0a, oa, |
ox oy oz
: " - da, oa, 0a,
A gradiens tenzor matrixa: [doV]=| — — —|.
ox oy oz
da, o0Oa, Oa,
| ox oy oz |
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A vektor jobb oldali gradiense egyenl6 a vektor bal oldali gradiensének transzponaltjaval:

doV#Vod, d-V=(Voa).

Tulajdonsag: A nablaval torténd diadikus szorzas a mennyiség rendjét eggyel megnoveli, példaul vektor
nabléval torténd diadikus szorzasanak eredménye tenzor.

F.8. A varidciéoszamitas alapgondolata

.....

megvaltozas.

Feltételezziik, hogy az x=a és az x=b helyen nincs eltérés: 5f(x)| _=5f(x)| , =0.

A y N

of(x) .

_____
.

o
o
B
0
o

f ‘b

R 4

a b

Funkciondl: olyan leképezés, amelynél
—a J[f] értelmezési tartomanya az f(X) fiiggvények halmaza,
—a J[f] értékkészlete a valds szamok halmaza.
A funkcional jele: J[f].
b

1= [ F(xf,1)dx,

X=a

A funkciondl: ahol F(x, f, f') adott (ismert) kifejezés.

.....

A J[f] funkcionalban 1év6 f(x) fiiggvény helyére helyettesitsiink be az f(X)+aof(x) figgvényt, ahol «
egy valos paraméter. Igy az o kiillonbozd értékeire kiilonbozo, a J funkcionalba helyettesitett fiiggvényeket
kapunk. Fejtsiik Taylor-sorbaa J[f (x)+adf(x)] funkcionalt az f(x) koril tigy, mintha az f(x) egy valtozo

lenne, az a5 f (x) pedigaz f(x) egy kis megvaltozasa, ahol & f (x) konstans:

1 d?
a+——;

2lda
A sorfejtésben szerepld derivaltakat szokas n-ed rendii Gareaux-féle® (gatd) vagy iranymenti derivéltnak is
nevezni.

a’+

J[f+a§f]

b

d
If+asf]=d[f +a§f]|a:0+£\][f +a5f]a:0

a=0

®René Gateaux (1889-1914) francia matematikus
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drl
da

Jele:  D"J[f,6f]= J[f+asf]

n

a=0

------

:Iim‘][f +a5f]—\][f].
a—0 o

DuL5ﬂ=éLJU+a5ﬂ
a

a=0
A masodik variacio Gateaux szerinti értelmezése:
d 2

D3J[f,5f]=
[ ] da’

If+asf]

a=0

Cél: funkcionalok széls6 értékének megkeresése.

f(x=a)="f,
Peremfeltétel: adott.
f(x=b)=f,

Feladat: az f (x) fliggvényhalmazbdl annak az f,(x) fuggvénynek a kikeresése, amelyre a J [ f] funkcional
szélsoértéket szolgaltat.

A variaciészamitas szerint funkcionalok szélséértékének feltétele:

minimum esetén 5°J >0,

53=0 és )
maximum esetén 52J <0.

A variaciot (varialasi miiveletet) formalisan a derivalashoz hasonléan kell képezni, de
— a variacio nem a hely, hanem kiilonbdz6 paraméterek szerinti differencial,
— a variacio (valtoztatds) soran a peremfeltételt mindig ki kell elégiteni.

Példaul az elmozdulasmezd

— differencialja: du= @dx + @dy + a—udz ,
OX oy oz

— variacidja: ou = a—udcl + a—uécz +.t
1 2

Az f(x) fuggvény

— differencialja: df = dar dx,
dx

A U(X)

v X

Adott: az abran lathatd, p, = allando megoszl6 erérendszerrel hiizott, befalazott tartd L hossza, A keresztmet-
szete és E rugalmassagi modulusa.

nak eldallitasa.

A teljes pontencialis energia értelmezése a 4.3. pontban megtalalhato.
Az u(x) fliiggvény a rad pontjainak axialis iranyt elmozdulasa.
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L
A huzott rud teljes potencialis energigja: TI[u] = j AE (u")?dx —
=0

STT[u, 5u] = -3 TT[u, o Su]
da

a=0

=0

S°T[u, du] =

d2
oy IM[u, @ ou]

a=0

={ .T AE (5u')2dx}

1 .T p,u dx.

x=0

2)(

.....

d

(24

L L
={J. AE(u'+a5u’)5u’dx—I pxéudx}
X x=0

1 L L

{— I AE(U'+adu’)’dx — I p, (U+a Su)dx

2X

=0 x=0

a=0 x=0 x=0

.....

}

a=0

dz 1 L ) L
_ W{E;[o AE(U' +adu’) dx—x.[O px(u+a5u)dx}
L
= | AE(ou’)?*dx.
a=0 *=0
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